
Conservations des propriétés topologiques

Images continues directes et réciproques des parties remarquables

Nature de Ω

f est continue,
f(Ω) et Ω sont-
ils de même na-
ture ?

f est continue,
f−1(Ω) et Ω
sont-ils de même
nature ?

Si ∀Ω, f(Ω) et
Ω sont de même
nature f est-elle
continue ?

Si ∀Ω, f−1(Ω) et
Ω sont de même
nature f est-elle
continue ?

ouvert non oui non oui

fermé non oui non oui

compact oui non non non

connexe oui non non non

convexe non non non non

complet non non non non

conservation par passage à l'intersection, à la réunion, au produit,à
l'adhérence,à l'intérieur et à la somme

Nature intersection
�nie

intersection
quelconque

union
�nie

union
quelconque

produit
�ni adhérence intérieur somme

ouvert oui non oui oui oui non oui oui

fermé oui oui oui non oui oui non non

compact oui oui oui non oui oui non oui

connexe non non non non oui oui non oui

convexe oui oui non non oui oui oui oui

complet oui oui oui non oui oui non non

s.e.v d'un
e.v.n oui oui non non oui oui oui oui
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Contre-exemples

Contre-exemple1 . Image non ouverte d'un ouvert par une fonction continue.
Soit la fonction f dé�nie sur R par f(x) = 0 alors f est continue comme fonction constante et
f ( ]0, 1[ ) = {0} qui est un fermé.

Contre-exemple2 . Image non fermée d'un fermé par une fonction continue.

La fonction arctan est dé�nie et continue sur R et R est un fermé, or arctan (R ) =
]
−π

2
,
π

2

[

qui n'est pas fermé.

Contre-exemple3 . Image non convexe d'un convexe par une application continue.

On considère l'application f dé�nie sur [0, 2π[ par f(θ) = e
iθ.

f est une application continue de [0, 2π[ sur l'ensemble U des nombres complexes de module 1.
[0, 2π[ est un intervalle de R c'est donc une partie convexe deR .
Or l'ensemble U n'est pas convexe, le segment [−1, 1] n'étant pas contenu dans U .

Contre-exemple4 . Image non complète d'un complet par une application continue.

La fonction arctan est dé�nie et continue sur R et R est complet, or arctan (R ) =
]
−π

2
,
π

2

[

n'étant pas fermé n'est pas complet.

Contre-exemple5 . Image réciproque non compacte d'un compact par une application
continue.

La fonction f dé�nie sur R par f(x) = 0 est continue comme fonction constante et,{0} est une
partie compacte de R , or f−1 ({0}) = R n'est pas compacte.

Contre-exemple6 . Image réciproque non connexe d'un connexe par une application
continue.

Soit la fonction continue f dé�nie sur R par f(x) = x2.
[1, 4] est une partie connexe de R et f−1 ( [1, 4] ) = [−2,−1] ∪ [1, 2].
Or [−2,−1] ∪ [1, 2] n'est pas un intervalle, ce n'est donc pas une partie connexe deR .

Contre-exemple7 . Image réciproque d'une partie convexe par une application continue
qui n'est pas convexe.

Idem que le précèdent, puisque l'intervalle [1, 4] est convexe alors que [−2,−1]∪ [1, 2] n'est pas
un intervalle et n'est donc pas une partie convexe deR .
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Contre-exemple8 . Image réciproque non complète d'une partie complète par une
application continue

Prenons comme fonction f la fonction tangente dé�nie et continue sur
]
−π

2
,
π

2

[
.

f−1 (R ) = arctan (R ) =
]
−π

2
,
π

2

[
, R est complet mais

]
−π

2
,
π

2

[
ne l'est pas.

Contre-exemple9 .Fonction non continue qui transforme tout ouvert en un ouvert
Reprenons la fonction du contre-exemple 2, et notonsf l'application dé�nie
sur [0, 2π[ par f(θ) = e

iθ.
f est une application continue et bijective de [0, 2π[ sur l'ensemble U des nombres complexes
de module 1, soit g sa bijection réciproque, elle appliqueU sur [0, 2π[.
Soit Ω un ouvert quelconque de U, alors g (Ω) = f−1 ( Ω) est un ouvert de [0, 2π[ en tant
qu'image réciproque d'un ouvert par une application continue,g transforme donc tout ouvert
en un ouvert.
MaisU, comme fermé borné deC (e.v.n de dimension �nie) est compact, et de plusg (U) = [0, 2π[.
Or [0, 2π[ n'est pas une partie fermée de R ce n'est donc pas un compact.
Il en résulte que g ne peut pas être continue.

Contre-exemple10 .Fonction non continue qui transforme tout fermé en un fermé.
Même contre-exemple que précédemment, ou plus simplement on peut considérer la fonction
indicatrice du singleton {0} qui n'est pas continue, mais qui transforme tout fermé en l'un des
ensembles {0}, {1}, ou {0; 1}, donc en un fermé.

Contre-exemple11 .Fonction non continue qui transforme tout compact en un compact.
Le deuxième contre-exemple précédent (la fonction indicatrice de{0}) convient.

Contre-exemple12 .Fonction non continue qui transforme tout connexe en un connexe.
On considère la fonction f dé�nie sur R par





f(x) = sin
1

x
six 6= 0

f(0) = 0

Cette fonction n'est pas continue en 0, par contre elle transforme tout intervalle deR en un
intervalle, donc tout connexe deR en un connexe.

Contre-exemple13 .Fonction non continue qui transforme tout convexe en un convexe.
Comme il y a identité des parties connexes et convexes sur R le contre-exemple précédent
convient.
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Contre-exemple14 .Fonction non continue qui transforme tout complet en un complet.
Considérons la fonction f indicatrice du singleton {0}.
Cette fonction transforme toute partie complète deR en {0}, {1} ou {0, 1}.
Dans les trois cas f transforme une partie complète de R en une partie fermée de R donc en
une partie complète,mais f n'est pas continue sur R .

Contre-exemple15 .Fonction non continue dont l'image réciproque de tout connexe est
un connexe.

On considère la fonction f indicatrice de l'intervalle [0, +∞ [,dé�nie par




f(x) = 0 six ∈]−∞ , 0[

f(x) = 1 six ∈ [0, +∞ [

f appliqueR sur {0, 1}, et les seules parties connexes non vides de cet ensemble sont{0} et {1}.
De plus f−1 ( {0}) =]−∞ , 0[ qui est connexe ainsi que f−1 ( {1}) = [0, +∞ [.
L'image réciproque par f de tout connexe est donc connexe, or f est discontinue en 0.

Contre-exemple16 .Fonction non continue dont l'image réciproque de tout convexe est
un convexe.

Le contre exemple précédent convient.

Contre-exemple17 .Fonction non continue telle que l'image réciproque de toute partie
complète est une partie complète.

On considère la fonction f dé�nie sur [0,1] par




f(x) = x six ∈]0, 1[

f(0) = f(1) =
1

2

Compte tenu de la dé�nition de f , pour toute partie complète C incluse dans ]0,1[, on a soit
f−1(C) = C soit f−1(C) = C ∪ {0, 1} selon que 1

2
soit ou ne soit pas dans C.

Dans les deux cas on obtient un fermé inclus dans [0,1] qui est complet.
f−1(C) est donc complet, or f n'est pas continue.

Contre-exemple18 .Fonction non continue telle que l'image réciproque de toute partie
compacte est une partie compacte.

On reprend le contre-exemple 9.
L'image réciproque par g d'un compact de [0, 2π[ est identique à son image directe par f .
Or f est continue, elle transforme donc tout compact en un compact, ce qui implique que
l'image réciproque par g de tout compact de [0, 2π[ est une partie compacte, or g n'est pas
continue.
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Contre-exemple19 . Intersection non connexe de deux parties connexes.
On considère dans R2 le cercle (C) de centre O et de rayon 1 et l' axe (Ox).Ces deux ensembles
sont connexes.En e�et (C) est connexe comme image de l'intervalle [0, 2π] de R par la fonction
continue t 7→ eit et (Ox) est connexe comme partie convexe de R2 . Mais leur intersection
{−1, 1} ne l'est pas.

Contre-exemple20 . Intersection in�nie non ouverte de parties ouvertes.
On considère la famille in�nie ]− n, n[ où n est un entier naturel.
Pour tout n ∈ N∗

]
− 1

n
,
1

n

[
est une partie ouverte de R , mais

⋂

n∈N∗
]− n, n[= {0} n'est pas

une partie ouverte de R .

Contre-exemple21 .Réunion non connexe de deux parties connexes.
Il su�t de considérer la réunion de deux ouverts disjoints deR .
Cette réunion n'étant pas un intervalle, elle ne sera pas connexe.

Contre-exemple22 .Réunion non convexe de deux parties convexes.
Même exemple que précédemment.

Contre-exemple23 .Réunion de deux s.e.v qui n'est pas un s.e.v.
Considérons dans R2 deux vecteurs indépendants −→u et −→v ainsi que les s.e.v E et F qu'ils
engendrent.
Alors E ∪ F n'est pas un s.e.v de R2 , en e�et −→u + −→v /∈ E ∪ F , car si −→u + −→v ∈ E on aurait−→u +−→v = λ−→u pour un certain λ ∈ R , ce qui entraînerait que−→v = (λ− 1)−→u et les vecteurs −→u
et −→v seraient liés, ce qui est contraire à l'hypothèse, même chose si−→u +−→v ∈ F .

Contre-exemple24 .Union in�nie non fermée de parties fermées.

On considère dans R la famille d'intervalles
[
−1 +

1

n
, 1− 1

n

]
pour n 6= 0.

Ce sont tous des parties fermées deR mais
⋃

n∈N∗

[
−1 +

1

n
, 1− 1

n

]
=]− 1, 1[

Qui n'est pas une partie fermée deR .
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Contre-exemple25 .Union in�nie non compacte de parties compactes.

Même contre-exemple que précédemment, puisque tous les intervalles
[
−1 +

1

n
, 1− 1

n

]
sont

compacts et que ]− 1, 1[ ne l'est pas.On peut aussi considérerR =
⋃

n∈N
[−n, n] on a alors R qui

n'est pas compact écrit sous la forme d'une union dénombrable de parties compactes.

Contre-exemple26 .Union in�nie non complète de parties complètes.
Même premier contre-exemple que précédemment.
Les intervalles

[
−1 +

1

n
, 1− 1

n

]
étant fermés dans un espace complet sont tous des parties

complètes de R , mais leur réunion ] − 1, 1[ est un ouvert de R , ce n'est donc pas une partie
complète de R .

Contre-exemple27 . Intérieur non connexe d'un connexe.
Considérons les deux disques fermésDf (−1, 1) et Df (1, 1) de centre respectif z1 = −1 et z2 = 1
et de rayon 1, on notera Do(−1, 1) et Do(1, 1) les disques ouverts correspondants.
Ce sont deux parties convexes donc connexes deC qui ne sont pas disjointes, leur réunion (E)
est donc également une partie connexe.
Montrons que

◦
E= Do(−1, 1)∪Do(−1, 1). On a, dans un premier tempsDo(−1, 1)∪Do(−1, 1) ⊂ ◦

E.
Soit maintenant z0 ∈

◦
E, montons que z0 ∈ Do(−1, 1)∪Do(−1, 1).Comme

◦
E⊂ E on a forcément

z0 ∈ Df (−1, 1) ou z0 ∈ Df (1, 1).Or si z0 appartient au cercle de centre 1 et de rayon 1, alors
quel-que-soit r > 0 au moins un des deux points zr = z0 + ir ou z′r = z0− ir n'appartient pas à
(E), ce qui signi�e que z0 n'appartient pas à l'intérieur de (E) .Idem si l'on considère un point
du cercle de centre −1 et de rayon 1.En conclusion, on a z0 ∈ Do(−1, 1) ou z0 ∈ Do(1, 1) et
donc

◦
E⊂ Do(−1, 1) ∪Do(−1, 1) soit Do(−1, 1) ∪Do(−1, 1) =

◦
E.

◦
E s'écrit donc comme réunion disjointe de deux ouverts, il en résulte que

◦
E n'est pas connexe.

Contre-exemple28 .Somme non fermée de deux parties fermées.
L'ensemble Z est fermé dans R comme complémentaire de l'union des ouverts ]p, p + 1[ où
p ∈ Z .Il en est de même de de l'ensemble des multiples deπ noté πZ .
D'autre part ces deux ensembles sont deux sous groupes additifs deR , il en est donc de même
de leur somme Z + πZ .
Or ce sous groupe n'est pas discret, car cela impliquerait qu'il existeα ∈ R∗ tel que Z +πZ =
αZ ce qui entraîne qu'il existe p0 ∈ Z tel que π = α.p0 .
Mais alors, comme 1 = 1 + π × 0 ∈ Z + πZ = αZ on aurait l'existence d'un q0 ∈ Z tel que
1 = α · q0 soit α =

1

q0

et donc π =
1

q0

· p0 =
p0

q0

∈ Z ce qui est impossible.
Le sous groupe Z + πZ est donc dense dans R , ce n'est donc pas un fermé de R .

Contre-exemple29 .Somme non complète de deux parties complètes.
R étant complet les fermésZ et πZ de l'exemple précédent sont complets, leur somme qui n'est
pas fermée ne peut pas être complète.
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